VI. FUERZAS EN EL ESPACIO

Hasta ahora hemos venido estudiando sistemas de fuerzas cuyas li-
neas de accion estan contenidas en un plano. Ahora comenzaremos el
estudio de los sistemas en tres dimensiones. Practicamente no habra nin-
gun nuevo concepto que afiadir, pues simplemente tendremos que trabajar
con una componente mas de todas las fuerzas. Sin embargo, eso compli-
cara las representaciones gréficas, la determinacion de las direcciones de
las fuerzas y, sobre todo, lo relativo a los momentos de las fuerzas: ahora
tendremos que retomar el hecho de que los momentos de las fuerzas son
tendencias a hacer girar los cuerpos respecto a ejes, no a puntos.

Nos resultara muy 0til ahora utilizar vectores para representar tanto
las fuerzas como sus momentos.

Vectores

Un vector es un segmento dirigido de recta.

Sus caracteristicas son 1) magnitud, tamafio, /
médulo o norma, y 2) direccion (). 0 T ——————

Para utilizarlos como elementos matematicos definiremos varias
operaciones y estableceremos un algebra completa. Las propiedades de

los vectores, de sus operaciones y de su algebra, tendran que ser confor-

(*) La nocién més general, que resulta de una extrapolacion del concepto pris-
tino, consiste en un conjunto ordenado de ndmero reales. Y en Algebra lineal,
vector es una entidad aln mas abstracta, que cumple con cierto nimero de
axiomas. Pero tales concepciones no resultan Gtiles para nuestro estudio de la
Mecénica clésica.
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mes a las propiedades de las fuerzas, de su composicion y resolucion, de
la obtencion de momentos, etc. Una limitante de los vectores es que ne-
cesitan otro que defina su posicion

Suma de vectores

La suma de dos vectores que parten
de un punto es otro vector que se en-
cuentra en la diagonal del paralelogramo
formado con esos dos vectores, y parte
también del mismo punto.

Como se ve, sumar vectores, equiva-
le a obtener la resultante de un sistema
de dos fuerzas concurrentes.

Componente de un vector F es otro
vector que al sumarse con uno o varios
maés, tienen por suma el vector F. Son
componentes cartesianos de un vector
aquellos que tienen la direccién de los
ejes cartesianos. Es decir:

F=FE+F +F

Producto de un escalar por un vector

Un escalar es una cantidad que queda completamente definida por
una sola magnitud. En Fisica son escalares la temperatura, la longitud, el
tiempo, la masa, etc. En cambio, son vectores las cantidades que tienen
magnitud y direccion, como la fuerza, la velocidad, la aceleracion, el
momentum y otras muchas.

En nuestra algebra un escalar es un nimero real.

Al multiplicar un escalar a por un vector obtenemos un nuevo vector
en la misma direccién que el original. Pero con una magnitud diferente o
direccion contraria:

of = aF, + aF, + aF, obien —aF = —aF, — aF,

y — ak
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Vectores unitarios

Si tenemos un vector unitario e —i e., de magnitud igual a 1— en
cierta direccion, los vectores 2e, 5e. —3e son paralelos al primero.

Los vectores 1, j y k son vectores unitarios en las direcciones de los
ejes equis, ye y zeta, respectivamente. De modo que

F,=Fi;F,=Ej; F,=EKk

Y, por fin, un vector queda univocamente expresado de la siguiente

manera
F=FEi+FEj+FEk

que se llama forma polindmica (dada su semejanza con un polinomio al-
gebraico) o normal (puesto que sus tres componentes son normales
—perpendiculares— entre si).

Cosenos directores

Conocida la forma polindmica de un vector, se puede conocer el an-
gulo que forma con cada uno de los ejes coordenados. Como Fx y F son,
respectivamente el cateto y la hipotenusa de un triangulo rectangulo en-
tonces

Y. _
; COSY =

1 |

E
cosazf; cosf =

que son los cosenos directores del vector, y a, 8y y los angulos que forma
con cada uno de los ejes cartesianos.
Un vector unitario cualquiera en forma polindomica seria
e=icosa+jcosf +Kkcosy
por tanto, dado que la magnitud de un vector es

F= \/sz +FE’ +FE?
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entonces

1 =/cos2a + cos?f} + cosZy

cos?a + cos?p + cos?y =1

que viene a ser una ley de dependencia de los tres &ngulos que una recta
forma con los ejes coordenados.

Vector apoyado en dos puntos

Supongamos que la linea de accion de una fuerza de magnitud F pasa
por los puntos A (X1, Y1, Z1) Y B (X2, Y2, 22).

Para hallar un vector que represente tal fuerza tendriamos que multi-
plicar la magnitud de la fuerza por un vector unitario en la direccion AB.
Es decir

F =Fe
Pero
AB = (x; —x)i+ (y2 —y1)i + (22 — z1)K

y su magnitud es

|AB| = \/(xz —x1)%2+ V2 —y1)? + (2, — 21)?
0 sea que
(x; —x)i+ (y2 —y1)j + (22 — 7))k

F=F
VO — %)%+ (v, — y1)? + (2, — )2

. iy ATy
Ejemplo. La tension del cable AB es T
de 390 kg. Diga qué vector representa la
tensidn que el cable ejerce sobre el punto 12m
A del poste de la figura. El cable y el
poste estan contenidos en el plano xy. | B __, )
O s5m
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Fy = 390 (=) = 150

13 F, = =390 (12)— 360
12 12 Y 13

F=1501i—360j [ke]

390

O bien: como AB = 5i — 12j

_ 5i—12j \ 390
F=390< )_ - (5i - 12))

NV

F=1501— 360 j [kg]

Ejemplo. La tension del cable AB es
de 390 kg. Diga qué vector representa la

tension que el cable ejerce sobre el punto
A del poste de la figura.

Z [
AN A(0,0,12) AB = 4i+ 3j— 12k

_ 4i + 3j — 12k
F=390( )
V42 + 32 + 122
“ F =320 4043 — 12k
/)_+‘ ——————— >y _E( 1+3)— )
S
Y B30 F=120i+90j— 360 k [kg]

Observe que el procedimiento seguido en los dos ejemplos anteriores es

equivalente. Pero en el caso de los problemas en el plano, el lenguaje vec-
torial resulta generalmente innecesario.
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Resultantes de los sistemas de fuerzas en el
espacio

Obtener el sistema resultante de un sistema de fuerzas en el espacio
quiere decir hallar otro sistema equivalente —que produzca los mismos
efectos externos— mas simple. En general, tal sistema esta formado por
una fuerza y un par de fuerzas. Es frecuente que la simplicidad del siste-
ma que se busca, mas que en el nimero de fuerzas que lo constituya, se
refiera a la facilidad de manejarlo o entenderlo. Por ejemplo: a veces se
quiere sustituir dos fuerzas de direcciones o posiciones incomodas, por
una aplicada en algin determinado punto y un par que la acompafie.

Resultantes de sistemas de fuerzas concurrentes en
el espacio

Si las lineas de accién de mil fuerzas concurren en un punto, la itera-
cion del principio de Stevin nos llevaria a determinar las caracteristicas de
una sola fuerza equivalente. Dicha fuerza seria la resultante del sistema y
la iteracion del principio de Stevin, tal como estudiamos para el caso de
fuerzas coplanares, se obtendria mediante la suma vectorial de las mil
fuer-zas. Simbdlicamente

R=YF

Ejemplo. Las tensiones en los cables
AB, AC y AD de la figura son, respecti-
vamente, 140, 260 y 240 Ib. Determine la C (-6’.,-8’,0
resultante de las tres tensiones que se
ejercen sobre el extremo A de la pluma.

B (12°,-8°,0)
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Escribimos los vectores que representan a cada una de las fuerzas
que se dirigen desde A haciaB, Cy D

. 12i — 8j — 24k _ _
Tag = 140( ) = 60i — 40j — 120k
V122 + 82 + 242
Tac = 260 (_6i o 24k) 60i — 80j — 240k
= = — l J— —_—

Ac V62 + 82 + 242 :
Tan = 240 ( 18) — 24k ) = 144j — 192k

AT T \V1eT 242 '
R=7YF
R = (60 — 60)i + (—40 — 80 + 144)j + (—120 — 240 — 192)k

R = 24j — 552 k [Ib]

Resultantes de sistemas de fuerzas paralelas en el
espacio

Dos fuerzas paralelas estan necesariamente contenidas en un plano,
sus linea de accion definen el plano. Y su resultante es una fuerza paralela
a ellas, también contenida en ese plano, cuya magnitud es igual a la suma
algebraica de las dos fuerzas, y su posicion es tal que produzca, respecto a
cualquier eje, un momento igual a la suma de los momentos de las dos
fuerzas del sistema.

Si se desea encontrar la resultante de un sistema de mil fuerzas para-
lelas, que no estén contenidas en un plano, basta reiterar el procedimiento
anterior de dos en dos fuerzas. Al final, la resultante sera una fuerza para-
lela a todas ellas, cuyos momentos respecto a dos ejes perpendiculares
entre si y a las lineas de accion de las fuerzas, es igual a la suma de los
momentos de las fuerzas del sistema respecto a dichos ejes. llustraremos
el procedimiento con el siguiente ejemplo.
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2t
Ejemplo. Sobre una losa horizontal | 20# 04
actian las fuerzas verticales que se 80 # ! A
muestran en la figura. Determine la ‘#)—7L— - ———> Y
magnitud y la direccidn de su resultante, L L
y diga en qué punto su linea de accién , 1
corte al plano xy. X/ 1

Comenzaremos sumando algebraicamente las fuerzas para obtener la
magnitud y el sentido de la resultante

R =3}F,
R=80-20+60=120
[R=1201b 1|

Su sentido es hacia arriba pues el signo de la suma result6 positivo.

Ahora calcularemos los momentos de las fuerzas respecto a los ejes x
y'y; respecto al eje z no producen momentos

My xR = Y My F
120y = 80(1) — 20(2) + 60(4)

Suponiendo que X sea positiva, como R se dirige hacia arriba, produ-
ce un momento negativo respecto al eje y.

MyyR = Y My F
—120 ¥ = —80(4) + 20(1) — 60(2)

Por tanto, la linea de accidn de R para por el punto

|P(3.5,2.33",0)]
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Como puede apreciarse, para la determinacion de la resultante de un
sistema de fuerzas paralelas en el espacio se requieren las siguientes ecua-
ciones escalares

R=3YF
My xR = XMy F
My yR =Y M,F

En el caso del ejemplo el calculo de los momentos con respecto a los
ejes cartesianos se realizé multiplicando las magnitudes de las fuerzas por
las distancias de sus lineas de accion a los ejes correspondientes. Cuando
una fuerza no es paralela a ninguno de los ejes coordenados, se podra
obtener sus momentos respecto a los ejes resolviendo la fuerza en sus
componentes cartesianas y multiplicando sus magnitudes por las distan-
cias de sus lineas de accién a los ejes. Como el proceso puede resultar
muy laborioso, sistematizaremos el calculo de los momentos de una fuer-
za cualquiera mediante una nueva operacion vectorial: el producto vecto-
rial (o cruz) de dos vectores.

Vector momento de una fuerza

Con el fin de simplificar el calculo de los momentos de las fuerzas en
el espacio, vamos a asociar el momento de una fuerza respecto a un punto
con un vector. Convendremos en que dicho vector tendra la magnitud del
momento y serd perpendicular al plano definido por la linea de accion de
la fuerza y el punto; y convendremos también que su sentido seguira la
regla de la mano derecha (o del tornillo de rosca derecha).

Tomemos como ejemplo la palanca de la
figura, contenida en el plano xy, sujeta a la
accion de las dos fuerzas mostradas, también
contenidas en ese plano. El momento de F;
respecto a O es MoF; = 40 (2) = 80 en senti-
do contrario de las manecillas del reloj. El
vector con que vamos a asociar o representar
ese momento es un vector perpendicular al
plano xy, de magnitud 80, y cuyo sentido es
hacia el lado positivo del eje de las zetas (que
no se ve); por tanto, podemos escribir

M,F; = 80k [kg - m]
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En cambio, el momento de F,, cuyo sentido es contrario al del mo-
mento anterior, quedara representado con el vector
M,F, = =30 k [kg - m]

Momento de una fuerza en el espacio

Consideremos nuevamente el caso del momento de una fuerza en el
plano cartesiano. Sea la fuerza de magnitud F, cuya linea de accion pasa
por el punto P de coordenadas P(X, y) y cuyas componentes son Fx y Fy.

Conforme al teorema de Varignon (el momento de una fuerza res-
pecto a un punto es igual a la suma de los momentos de sus componentes
respecto al mismo punto):

M,F = M,F, + M,F,
M,F = —yF, + xF,

que se puede escribir asi
M,F a4
of =|F, F,
y el vector asociado a este momento, segun vimos en el apartado
anterior, es

x y
M0F= Fx Fyk

Téngase presente que al decir que es el momento de la fuerza con res-
pecto al punto O, nos estamos refiriendo en realidad al momento de la
fuerza con respecto al eje de las zetas.

El lector podra comprobar facilmente que si repetimos el procedi-
miento con fuerzas contenidas en los otros planos cartesianos o en planos
paralelos a ellos, se obtendria

y Z|,
Mx'xF= Fy F'Z 1
z Xy,
My F = E, Fx|]
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Diremos que el momento de la fuerza respecto al origen O sera la
suma vectorial de los momentos de la fuerza con respecto a los ejes coor-
denados:

MoF = My F + M, ,F + M, ,F
es decir

—_ y Z|,
MOF:‘Fy le+

zZ Xy, |x ¥
F, Fy|l+Fx Fy’k

gue vamos a concentrar, dandole la forma de un determinante:

ij k
M,F=|x Yy z
E. FE F

Notese que el segundo renglén contiene las coordenadas de un punto
de la linea de accion de la fuerza. Y se pueden considerar las componen-
tes de un vector que une el centro de momentos (en este caso el origen)
con un punto cualquiera de la linea de accién de la fuerza, y lo llamare-
mos vector de posicion:

r=xi+yj+zk

Esta operacion con vectores se denomina producto vectorial y se
simboliza asi:
M,F =7xF

También se Ilama producto cruz, dado el simbolo que se utiliza.
Evidentemente, la magnitud del vector mo-
mento tiene que resultar igual al producto de la R AF
magnitud de la fuerza por la distancia de su linea Ly
de accion al punto. Graficamente, corresponde al o }—— |
area del rectangulo cuyos lados son la fuerza y la i
distancia. Pero como el vector de posiciéon r va
del centro de momentos a cualquier punto de la
linea de accion de la fuerza, y d es igual a r sen 6,
se tiene que la magnitud del producto cruz es o ol F
igual al producto de las magnitudes de los facto- \r<
res por el seno del angulo que forman entre si.
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Simbolicamente:

y es igual al &rea del paralelogramo formado con esos dos vectores.

z1t
Ejemplo. Diga qué vector representa j%m
el momento de la fuerza F, de 24 kg, res- A
. . . 0.4m
pecto al origen del sistema de referencia. F y
Y diga también cuéles son los momentos ATy
de esa fuerza con respecto a cada uno de e | 0.4m
los ejes cartesianos. d *ﬂB
04 m
El vector fuerza es
_ 0.4i + 0.2j — 0.4k
F=24
\/2(0.42) + 0.22
= 16i + 8j — 16k
Y podemos elegir como vector de
posicién al
7= 0A = 0.2j + 0.4k
~ i j Kk
M,F=7¥xF=|0 02 04
16 8 -—16

M,F = —6.4i + 6.4j — 3.2K [kg'm]

Ejemplo. ¢Cuél es el momento de la
fuerza Q respecto al punto A?
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_ 2i + 3j + 6k
=28( )

= 8i + 12j + 24k

Y podemos elegir como vector de
posicion al
7 =A0 = —3i — 4k

i Kk
M,Q=7xQ=|-3 0 —4
8 12 24

M,0Q = 48i + 40j — 36k [Ib-ft]

A veces interesa conocer la magnitud del momento que una fuerza
produce respecto a un eje arbitrario. Como dicho momento es la proyec-
cion (o componente) en direccidn del eje del vector momento con respec-
to a un punto cualquiera del eje, disefiaremos una operacién que nos per-
mita proyectar dicho vector: se trata del producto escalar de dos vectores.

Producto escalar (o punto) de dos vectores

El producto escalar de dos vectores es el nimero real que resulta de
la suma de los productos de sus componentes respectivas. O sea

Fy=xii+yj+zK ; F=xi+yj+ 2k

Fy - F, = x5 + Y1y, + 212,

Este producto se llama también producto punto por el simbolo que
se utiliza. De la definicion se deduce que el producto escalar de un vector
por si mismo es igual al cuadrado de su magnitud:

Fi-Fy = x1% + yaiys + 212 = %, + 342 + 2,

De esta propiedad podemos deducir otra, apoyandonos en un triangu-
lo cualquiera, como el de la figura.
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FF+F=F, F,
F=F,—F,

2 1 < F
PP =) () F

F2:F2'F2_2F1'F2+F_'1_F_'1
F? = F,> = 2F, - F, + F,*
2FF, =F*+F*—F? ... (1)

Por otro lado, de la ley de cosenos obtenemos
FZ = F12 + F22 - 2F1F2 COoSs 9
2F F,cos0 = Fi2 + F,2 —F? ... (2)

Igualando los primeros miembros de (1) y (2)
2F, - F, = 2F,F, cos O
F,-F, = F;F,cos @

Puesto que F,c0sO es una proyeccion, haremos F,cosO= Proy(F./F;)
que, despejada de la expresion anterior, queda Proy(F./F1) = F, - F, /F1.
Observemos que el cociente de un vector entre su propia magnitud es un
vector unitario en la propia direccién. Podemos escribir, por tanto

Proy(F./F) =e-F,

en donde e es un vector unitario en direccion de F;.
Momento de una fuerza respecto a un eje arbitrario

El momento de una fuerza respecto a un eje arbitrario es la proyec-
cién (o componente) sobre dicho eje del momento de la fuerza respecto a
cualquier punto del eje.

Como hemos visto, el momento de una fuerza respecto a un punto se
obtiene mediante el producto vectorial de un vector de posicion por la
fuerza. Ese vector de posicion puede unir un punto cualquiera del eje con
otro punto cualquiera de la linea de accién de la fuerza. Dicho momento
se proyecta sobre el eje mediante el producto escalar de un vector unitario
en direccién del eje y el momento de la fuerza. Esta operacién recibe el
nombre de producto mixto:
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MagF =€ (rx F)
y corresponde al determinante
ex ey ez
Xy z
F B F
cuyo primer renglon contiene las componentes de un vector unitario en la
direccion del eje AB.

Si se desea calcular el momento de la fuerza F = 15i — 12j + 21k [N].
cuya linea de accidn contiene al punto P(4, 3, —2) [m] respecto al eje AB,
tal que A(-1, 8, 3) [m] y B(3, 0, -5) [m], procederiamos de la siguiente
manera. El vector de posicion seria r = AP = 5i —5j —5k; y el vector unita-
rio en direccion AB. e = (4i —8j —8Kk)/ (4% + 8% + 892, es decir, e = (1/3)i
—(213)] — (213)k.

Y calculamos el determinante

MagF =

1/3 =2/3 —2/3
MagF=| 5 -5 -5
15 —12 21
IMagF =55 N-m|

Si el signo del determinante es negativo, significa que la proyeccion
del momento y el vector unitario tienen direcciones opuestas. lo cual no
tiene muy poca importancia; importa la magnitud del momento hallado.

Pares de fuerzas

Asi como el momento de una fuerza respecto a un punto lo repre-
sentamos mediante un vector perpendicular al plano que contiene al punto
y a la linea de accion de la fuerza, un par de fuerzas lo asociaremos a un
vector perpendicular al plano del par, cuya magnitud se la del par, y cuyo
sentido siga la regla de la mano derecha.

t+z
Ejemplo. Diga con qué vector se puede
representar el par mostrado en la figura. l-_z ke I_z ke
Las dos fuerzas estan contenidas en el — Sy
plano yz. L et
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Podemos hallar el vector par de
varias maneras. Como la magnitud del
par es de 12(3) = 36, y el vector debe
tener la direccion del eje de las equis,
entonces

M =36i[kg m]

Otra manera de hallarlo, que serd a mas comun en los problemas del
espacio, es utilizar un vector de posicion que parta de un punto cualquiera
de una de las fuerzas, y llegue a otro punto cualquiera de la otra. De modo

que

Par de transporte

M=7%xF

Para nuestro ejemplo el vector de
posicion puede ser
7 =3j
Y realizando el producto cruz, ob-
tenemos el vector buscado:
M=3jx12k

M =36ilkg-m

Podriamos haber elegido otro vector
de posicion:
F=-3j

Y el producto vectorial quedaria

como sigue:

M=-3jx(-12k)
M =36i[kg m]

y el resultado es el mismo.

Como en el caso del plano, si se desea transportar una fuerza sin que
se alteren los efectos externos, se afiade un par de transporte, cuyas carac-
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teristicas deberan ser las del momento que la fuerza produce, en su posi-
cién original, respecto al punto de destino.

Ejemplo. Transporte la fuerza aplica-
da en B, al empotramiento A, sin que se
alteren los efectos externos que produce
sobre la barra.

Hallamos el momento de la fuerza
respecto al punto A:

MAF=77XF
F=2j+5k
= 4i+4j-2k
F =60 (\/4—2+42+22)
F=40i4+40j—-20k
i j ok
M,F=|0 2 5
40 40 —20
My M,F = —240i+200j—80k

60 # Por tanto, colocamos la fuerza en A

acomparfiada del par My = M,F
F=40i+40j— 20 k[Ib]

My = —240i + 200 j — 80 k [Ib - ft]

Es importante observar que el par de transporte es perpendicular a la
fuerza. Lo cual significa que el procedimiento inverso, sustituir una fuer-
za y un par por una sola fuerza, es posible solamente cuando el vector par
y el vector fuerza son perpendiculares entre si.

Resultantes de sistemas generales de fuerzas en el
espacio

Hemos dicho que resultante de un sistema de fuerzas es el sistema
equivalente mas simple. Es claro que para un sistema de fuerzas coplana-
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res el sistema equivalente mas simple es o una fuerza o un par de fuerzas.
Sin embargo, el término resultante, para el caso de la fuerzas en tres di-
mensiones puede resultar bastante ambiguo, por lo siguiente. Si sobre un
cuerpo actian mil fuerzas no coplanares ni concurrentes ni paralelas, en
general se puede hallar un sistema equivalente formado por una fuerza
cuya linea de accion pase por un punto previamente elegido y un par de
fuerzas (i.e. un sistema fuerza-par en ese punto), o sea, por tres fuerzas;
claramente se ve que este sistema de tres fuerzas es méas simple que el de
mil, pero quiza pueda existir otro sistema equivalente ain mas simple. Si
sobre un cuerpo actlan tres, o incluso dos fuerzas, si se elige un punto
arbitrario, generalmente llamado origen, y se procede a encontrar un sis-
tema equivalente, llegaremos a un sistema formado por una fuerza y un
par, sistema que de ninguna manera es mas simple que el original. Sin
embargo, puede tener interés conocer este nuevo sistema, porque se ha
determinado en funcion de un cierto origen que presente alguna ventaja
para un tratamiento ulterior de las fuerzas. Ademas, un sistema fuerza-par
es equivalente a infinidad de sistemas fuerza-par. Se pueden dar los casos
en que el sistema se pueda reducir a una sola fuerza o a un solo par: en
estos casos se trata de verdaderos sistemas resultantes, que no admiten
ambigliedad alguna.

De cualquier forma, siempre podremos proceder de la siguiente ma-
nera: elegimos un sistema de referencia, incluido su origen. Cada una de
la fuerzas se transporta al origen y se acompafia de un par de transporte,
de modo que no se alteren los efectos externos. Todas las fuerzas, me-
diante su suma vectorial, se reducen a una, R, y todos los pares, a uno,
M, R, también mediante su suma vectorial. Es decir las ecuaciones vecto-
riales que nos permiten determinar el sistema fuerza-par equivalente son

R=YF
M,R = ¥ M,F

que se convierten en las seis ecuaciones escalares siguientes:

R, =Y F, M, xR = Y M, F
Ry = ZFy My'yR = ZMy'yF
Rz = ZFZ Mz'zR = ZMZ'ZF

Desde luego, si se elige un sistema de referencia distinto, los resul-
tados seran distintos.

130



Fuerzas en el espacio

Ejemplo. Sustituya las cuatro fuerzas
que actuan sobre la torre de la figura por
una fuerza aplicada en el origen del siste-
ma de referencia y un par.

Los vectores fuerza son

_ 6i + 8j — 24k o
T1=13< )=31+41—12k
_ W62 482 4 242
T, = 10i
D = —3j
P =—4k

Y sus momentos respecto al origen del sis-
tema de referencia
M, T, = 24k x (3i + 4j — 12K) = —96i + 72j

M,T, = 16k x 10i = 160j
M,D = 8k x (—3j) = 24i
M,P=0

R=YF
R=13i+j— 16 k[ton]
M,R = ZW

M,R = —72 i+ 232j [ton - m]|

Ejemplo. Determine el sistema fuer-
za-par equivalente al sistema de fuerzas
que actua sobre la torre del problema an-
terior, en el que la fuerza esté aplicada
en el punto A.
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El problema se puede resolver de dos maneras: como si se tratara de
uno nuevo, o utilizando el resultado que se obtuvo en el ejemplo anterior.
Utilizaremos el segundo método como comprobacion.

Primer método
La fuerza R sera la misma del ejemplo anterior, pero aplicada en A.
En cambio, para hallar el par, debemos calcular los momentos de la fuer-
za con respecto al punto A.
M,T; =0
M,T, = -8k x 10i = —80j
M,D = —16k x (—3j) = —48i

M,P=0
R=12i+]— 16K [ton]
MyR = YM,F

M,R = —481i + 80j [ton - m]

Segundo método
Transportamos la fuerza R obtenida en el ejemplo anterior al punto A

<

R=YM,F=7xR+M,R

Fx R = —24kx (12i + j — 16K) = 24i — 288j
por tanto
M,R = 24 i — 288j + (—72i + 208j)
R=12i+j— 16k [ton]|

M,R = —481i + 80j [ton - m]|

F4=80 #
Ejemplo. Sobre el motor eléctrico de = v M = 50
la figura se aplica un sistema formado i
por las tres fuerzas y el par mostrados. F90# Fp=40#
Sustituya dicho sistema de fuerzas por un 2| > 04%// N
sistema fuerza-par en el punto O. 1 A L__)y
10 XK
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_ 2i — 2j + 2Kk o
F1=90( )=201—10]—20k
RN ety

FZ ES 4‘Oi

F, = —80k

M,F, = —10j x (20i — 10j — 20K)
= —200i + 200k
M,F, = (—4i + 6K) x 40j = —240i — 160k
= (—4i — 5j) x(—80Kk) = —400i — 320j
o

S
I =

»F
201+ 30j — 60 k [Ib] |

M,R = ¥M,F

M,R = —401i — 370j + 40k [Ib - in]

El
I

Fuerzay par perpendiculares

Cuando el vector fuerza y el vector par de un sistema fuerza-par son
perpendiculares, significa que las tres fuerzas estan contenidas en el mis-
mo plano (puesto que el vector par es perpendicular al plano formado por
las lineas de accion de las fuerzas del par). Y, por tanto, esa fuerza es re-
sultante del sistema, una vez que se cologue en su debida posicion, es
decir, en el punto en que se pueda suprimir la accion del par, tal como se
hizo en los problemas de fuerzas en el plano. Es decir, debemos determi-
nar el vector 7 tal que M,R = 7 x R.

¢ Como saber si dos vectores son perpendiculares? Cuando su produc-
to escalar es nulo, ya que

F,-F, = F|F, cos @
y el cos 90° es igual a 0.
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Ejemplo. Sobre un cuerpo actdan las
tres fuerzas que se muestran en la figura.
Encuentre un sistema fuerza-par equiva-
lente en el origen del sistema de referen-
cia, e investigue si es reductible a una
sola fuerza. Si lo es, diga cudl es la fuer-
za resultante y dé un punto de su linea de
accion.

Los vectores rectores involucrados son:

F, =50 (_3i * 4k) 30i + 40K

= _ | = — i

Neorwr

(—31 + 4k)
Neowwrn

o4 (—3i 1+ 3K

55

F, = OAxF; = 3ix (—30i + 40K) = 3i + 40k = 3ix 40k = —120j

M,F, = 3jx 60k = 180i

M,F, = 3ix 42k = 126k

R=YF: R=-72i-3j+100k

M,R = YM,F; M,R =180i— 120j + 126k

=

G

= —45j + 60k

e

) = —42i + 42j

<

Investigaremos si la fuerza R y el par M,R son perpendiculares entre

[%2)
—_

R - M,R = —72(180) + (=3)(—120) + 100 (126) = 0

Si son perpendiculares, puesto que su producto escalar es nulo.
Para que no se alteren los efectos extremos al suprimir el par, los efec-
tos de éste los deberé producir la fuerza R en una posicion 1 tal que

M,R =7xR

Elegiremos un vector de posicion t = xi + yj, que ira del origen al
punto P de la linea de accion de la fuerza que corta al plano xy
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(xi+yj)x(=72i—3j+ 100 k) = 180 — 120j + 126k

0 sea
i j Kk
x y 0 |=180i-120j+ 126k
—72 —3 100

de donde se obtienen las siguientes ecuaciones

100 y = 180 >y=18
—100 x = —120 -x =12
La tercera nos sirve de comprobacion
—3x + 72y = 126 - —3(1.2) + 72(1.8) = 126

La fuerza resultante es R = —72i — 3j + 100 Kk [kg] y su linea de
accion pasa por el punto P(1.2,1.8,0) [m]

Conviene saber que cualquier sistema fuerza-par es equivalente a otro
en el que los vectores fuerza y par son paralelos. Estos sistemas reciben el
nombre de llaves de torsion o de motores en algunos textos.

Equilibrio de sistemas de fuerzas en el espacio

Como sabemos, un sistema de fuerzas esta en equilibrio si su resultan-
te es nula. Los sistemas de fuerzas en el espacio deben cumplir, por tanto
con dos ecuaciones vectoriales, la suma de las fuerzas debe ser igual a
cero, asi como la suma de los momentos con respecto a un punto cual-
quiera. Simbdlicamente

YF=0y YXM,F=0

Estas dos ecuaciones vectoriales equivalen a seis ecuaciones esca-
lares:

Ry =Y, R, =XF;: R, =YF
My xR = Y My F; My R =¥MyF; M, ,R=YM,,F
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O sea que en un problema isostatico se podra tener hasta seis incdg-
nitas. Pero si las fuerzas son concurrentes, sélo tres, lo mismo que si son
paralelas.

Los problemas de equilibrio en el espacio se resuelven comenzando,
como con los problemas en el plano, por un diagrama de cuerpo libre,
aunque en este caso tales diagramas seran sumamente esquematicos. llus-
traremos la resolucion de problemas con tres ejemplos.

Ejemplo. La pluma de la figura esta
en equilibrio por la accion de los tres
cables, de su peso y del apoyo libre que
lo sujeta al suelo. Sabiendo que el peso ¢ (:3° -4’ 0)
de la pluma es de 300 kg y la tension en D (0,9°,0)
el cable AB, de 210, calcule las ten-
siones en los otros dos cables y la reac- L
cién del apoyo. B(6-4.0) X

Se trata de un problema de equilibrio de fuerzas concurrentes con
tres incognitas. Los vectores implicados en este problema son:

e 6i—4j—12k
T_B =210 (\/62+42+122)
Tg = 90 — 60j — 180k
_ —-3i—4j — 12k
Te =T )
V62 + 42 + 122

= 3Tc, 4Tc. 12T

cT RT3l T3
__ 9j —12k\ 3Tp. A4Tp
T = Tc ) =i -
3 V92 + 122 5 5
P = —300k
RO = Rok

Las ecuaciones de equilibrio y sus soluciones son
XE =0

3T,
90 — =3 =0; 3Tc=90(13); [Tc =390kg
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YE, =0

4(390) 3Ty
—60 -~ —>—+—-=0; 3Ty =300+600; [Tp=300kg
2E=0

o 12(390) 4(300)
13 5

—300+Rp =0; |Ro=1080kg 1|

367,

4%
Ejemplo. La mesa de la figura pesa
80 Ib y 20 la esfera que estd colocada 1

sobre ella. Se observa que la pata D no
toca el piso. Suponiendo que éste es liso, |_U
calcule las reacciones de las patas A, B 'y D

c L
AL B 60"

Cada uno de los ejes elegidos intersecta la
linea de accion de dos incognitas, lo que faci-
litara la resolucion de las ecuaciones de equi-
librio.

XMy F =0
20(36) +80(45) — 90R, =0

720 + 3600
Ra (

)’

M, F =0
80(30) + 20(60 — 48) — 60R, = 0
240 + 240 — 60R; = 0
480
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El eje de las zetas, que no aparece en el dia-
grama, es perpendicular al de las equis y al
de las yes.

48+ Rg+8—-80—-20=0

Ejemplo. El estante de la figura es
una tabla homogénea de 24 kg de peso.
Esta sostenida por una bisagra en A, un 20
soporte en B y una cuerda. Calcule la
ten-sion de la cuerda y las reacciones A'y 40

Ocm

Se trata de un sistema general de fuerzas con
seis incognitas. Los vectores que se requieren
son:

Ra = Adi + Ayjj + Ak

Rp = Byj + B,k

Tt (—201 — 40j + 40k>

~ 207 20409

T T. 2T_+2T
ST TRt
P = -24k

y los momentos
MARA:6

M,Rg = 80i x(B,j + B,K)
= —80B,j + 80Byk
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i J k
— 80 40 0
MyT=1 1 21 o2t
s = 5

3
80T . 160T. 120T

“3 T3 T3

M,P = (401 — 20j)x(—24k)
= —480i + 960j

Y las ecuaciones de equilibrio son:

XMy F =0
80T
—480 + T =0
480(3)
T=— = [T=18kg
M, F =0

160(18)
—80B, — T+ 960 =0

80B, = 160(6) — 960

B,=0
YM,, F =0
120(18)

80B, ———— =0
B, =9
XE =0

18
AX—?=O
A, =6
YF, =0

2(18

. (18) _

yt9——5==0
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Ay =3
X =0
2(18)
A, +0+ 3 24=0
A, =12

Las reacciones son, por tanto

Ri=6i+3j+12k[kg]

Rg =9j [k]
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Serie de ejercicios de Estatica
FUERZAS EN EL ESPACIO

1. En un sistema de referencia cartesiano, en el que los ejes de las
equis y de las yes son horizontales, y el de las zetas vertical y dirigido
hacia arriba, ¢qué vector representa el peso de un cuerpo de 16 toneladas,
cuyo centro de gravedad es G(3, 4, 2) m?

(Sol. P = — 16 k [ton])

2. Escriba la representacion vectorial de una fuerza de 580 newton que
forma un angulo de 90° con el eje de las equis, de 30° con el de las yes y
de 60° con el de las zetas.

(Sol. F =502 j + 290 k [N])

3. Una fuerza de 150 libras que forma un angulo de 50° con el eje de
las abscisas, tiene una componente, en direccion del deje de las ordena-
das, de 90 Ib. Determine las magnitudes de las otras dos componentes y
escriba el vector que representa dicha fuerza, sabiendo que los tres angu-
los directores son agudos.

(Sol. Fx=96.41b; F,=71.41b
F=96.4i+90j+714Kk[lIb])

4. El cuerpo de la figura pesa 400 Kkg. 1
¢Qué vector T representa la tension que la
cuerda ejerce sobre O?

(Sol. T =332+ 207 j + 83 k [kg])

5. La linea de accidn de una fuerza de 99 N esta dirigida de A (2, 4,
4) m hacia B (1, 0, —4) m. ¢Cuéles son sus componentes cartesianas?
(Sol. Fx=—11N; Fy=—44 N; F,=—-88 N)
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6. Escriba, en forma polindmica (o nor-
mal), el vector que representa una fuerza de )
175 kg cuya direccion es la de la diagonal Am
CD del paralelepipedo de la figura, si su R
direccion es de C hacia D. A oG
(Sol. F =75i-50 j + 150 k [kg]) ) am

7. ¢Qué vector unitario tiene la direccion de lafuerza F =14i—-3j +
18 k [N]?
(Sol.e=0.6091i-0.1304 j + 0.783 k [N])

8. ¢ Cual es la magnitud de la proyeccion de la fuerza F = 14i—13j +

10 k [Ib] sobre la linea AB si las coordenadas de dichos puntos son A (-2,
3,6)inyB(1,7,-6)in?

(Sol. 10 Ib)

9. Diga qué angulo forman entre si las fuerzas P = 120 i + 200 j +
450 k [Ib] y Q = 340 i — 150 j + 210 k [lb].
(Sol. 60.9°)

10. Tres fuerzas parten del origen y pasan por los puntos A (2, 1, -2)
cm, B (-1, 4,8) cmy C (6, -6, 3) cm. Las magnitudes de esas fuerzas son,
respectivamente, 30, 45 y 54 N. Determine su resultante.

(Sol. R=51i-6j+38k[N])

11. La tension de la cuerda AB que
soporta el estante de la figura es de 18 Ib,
mientras que la de la cuerda BC es de 15.1
Ib. ¢Cuél es la resultante de las dos tensio-
nes ejercidas sobre el punto B? 4

(Sol.R=—4i+20j-20k[lb]) x¥ S %
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12. Un pedal de bicicleta se prueba so-
metiéndolo a la accion de una fuerza ver-
tical de 180 Ib, como se muestra en la figu-
ra. ¢Cual es el momento de esa fuerza res-
pecto al punto O?

(Sol. My F =—2160i + 900 j [lb-in])

13. Diga qué momentos produce la tensién que la cuerda AB ejerce
so-bre B, del problema 11, respecto a los puntos O y C.
(Sol. MyT =—481i+84j+60 Kk [Ib-ft]

14. Determine la magnitud del momen-
to que la fuerza de la figura de 270 Ib pro-
duce respecto al origen del sistema de refe-
rencia y respecto a cada uno de los ejes co-
ordenados.

(Sol. My F = 1207 Ib-ft; My-xF = 0;

MyyF =540 Ib-ft; M, ,F = 1080 Ib-ft)

15. Un par formado por dos fuerzas de

12 kg y cuyas lineas de accion distan entre

si 3 m, actla en el plano cuyas trazas se

mues-tran en la figura. ;/Qué vector repre-
senta a di-cho par?

(Sol. M =12+ 24 j + 24 k [kg-m])

M_T = 84 j + 84 k [Ib-ft])

- 800 [m]
X

16. La fuerza F = 12 i — 18 j + 10 k [Ib] actta en el punto A (6, 8, 5)
ft. Diga qué par se requiere para transportarla al punto B (1, 4, 2) ft.
(Sol. M =94 i—14j—138 k [Ib-ft])

17. Calcule el area del paralelogramo formado por los vectores r; = —
751+60j+ 25k [mm]yi, =501+ 30 j—45 Kk [mm].
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18. En el diagrama se muestran tres
fuerzas de 20, 10 y 30 Ib que son paralelas
al eje de las zetas. Sus lineas de accién cor-
tan al plano xy en los puntos cuyas coorde-
nadas, en ft, son (3, 2), (2, 4) y (4,7) respec-
tivamente. Determine la magnitud, el senti-
do y la posicion de su resultante.

(Sol. R=401b T; x =4 ft;y = 5.25 ft)

19. Determine la resultante del sistema
general de fuerzas que se muestra en la fi-
gura. Las coordenadas se dan en ft.

(Sol. R=—34.7i+9.45j + 328 k[Ib]
MyR=29.6i-159.8 ] + 35.5 k [Ib-ft])

20. Sustituya el sistema de fuerzas que
actlia sobre el cuerpo de la figura por una
fuerza aplicada en A y un par. La linea de
accion de la fuerza de 4 ton es paralela al
plano ABCDE; el par de 20 ton-m actla en
un plano horizontal que contiene a A. El
tramo AB mide 3 m; los tramos BC, CD,
DE, EF y EG son todos de 1 m de largo.

(Sol. R =2.83i—3j—7.83k [ton]
M,R =11.17 i +21.3 j + 14.17 k [ton-m])

21. El cuerpo de 702 Ib, tal como se
muestra en la figura, estd suspendido por
tres cuerdas. Determine la tension de cada
una de ellas.

(Sol. Tag =450 Ib; Tac =153 Ib;
TAD =405 |b)
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22. La figura representa, esquematica-
mente, un piano de cola de 600 kg. Las
coordenadas de su centro de gravedad, en el
sistema mostrado, son G (2, 0.5, 0.7) m.
Diga cuales son las reacciones del piso so-
bre cada una de la patas.

(Sol. Ra =120 kg; Rg = 184 kg;
Rc =296 kQ)

23. Despreciando el peso propio del
mecanismo Yy toda friccion, calcule la mag-
nitud de la fuerza Q capaz de mantener el
equilibrio en la conformacion mostrada, asi
como la magnitud de cada una de la compo-
nentes cartesianas de las reacciones en las
chumaceras A y B, sabiendo que so6lo aqué-
lla resiste el movimiento de la manivela en -
la direccion del eje de las equis.

(Sol. Q =98 Ib; Ax =—-28 Ib; Ay =28 Ib;

Az= 63 |b, By =- 112 |b, Bz = 105 |b)
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